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Résumé 

On considère une algèbre locale A (au sens d'André Weil), M une 
variété lisse paracompacte et la variété des points proches de M 

d'espèce A. Dans ce travail, nous définissons et étudions les notions de 
yl-structures de Jacobi sur Af^. 

Abstract : We consider a local algebra A (in the sensé of André Weil), 
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1 Introduction 

On considère une algèbre locale A (au sens d'André Weil), c'est-à-dire une 
algèbre réelle A commutative unitaire de dimension finie sur K, ayant un idéal 
maximal unique de codimension 1 sur K, M une variété lisse paracompacte et 
la variété des points proches de M d'espèce A [TT]. 

L'ensemble, C°° {M^ , A), des fonctions sur à valeurs dans A est une 
algèbre commutative unitaire sur A. En notant, C°°{M), l'algèbre des fonctions 
numériques de classe C°° sur M, alors pour / € C°°{M), l'application 

/^:M^__,A,e^->e(/), 
est de classe C°° et l'application 

C°°{M) C°°{M^,A)J ^ f^, 

est un homomorphisme d'algèbres réelles. 

Il y a équivalence entre les assertions suivantes [T] : 



1 



1. X : C°°{M^) — > C°°{M^) est un champ de vecteurs sur ; 

2. X : C°°{M) — > C°°{M'^,A) est une application linéaire vérifiant 

X{fg) = X{f ) -g^ + f^- X{g) 

pour tous f et g dans C°°(M). 

Ainsi l'ensemble, X{M^), des champs de vecteurs sur est un C°°{M^, A)- 
module [Tj. 

Lorsque X est un champ de vecteurs sur M"^, considéré comme dérivation 
de C°°{AI) dans C°° {M^ , A), alors il existe une dérivation et une seule [T] 

X : C°°(M^, A) C°^{M^,A) 

telle que : 

1. X est A-linéaire; 

2. X [C°°(M^)] C C'^CM'^) ; 

3. Xif^) = pour tout / G C°°(A/). 

Lorsque R est un anneau commutatif unitaire, d'élément unité lu , et lorsque 
E est un iî-module, une application linéaire 

ô: R — >E 

est un opérateur différentiel d'ordre < 1 si, pour tous a et 6 dans R, 

S{ab) = ô{a) -b + a- ô{b) - ab ■ 5{l r). 

Lorsque <5(lfl) = 0, on a la notion usuelle de dérivation de R dans E. 
Ainsi une application linéaire 

5:R — >E 

est un opérateur différentiel d'ordre < 1 si et seulement si l'application 
R — > E,a^ 6{a) - a ■ 5{1r), 

est une dérivation. 

Dans toute la suite, A désigne une algèbre locale (au sens d'André Weil), M 
une variété lisse paracompacte, AI^ la variété des points proches de M d'espèce 
A, C°°{M) l'algèbre des fonctions numériques de classe C°° sur M et d'élément- 
unité lc°°(M), X(M) l'algèbre de Lie réelle des champs de vecteurs sur M et 
T>{M) l'algèbre de Lie réelle des opérateurs différentiels d'ordre < 1 de C°°(M) 
dans C°°(M). Le terme "opérateur différentiel" signifiera "opérateur différentiel 
d'odre < 1". 
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2 Structure de 74-algèbre de Lie-Rinehart sur 

Proposition 1 Les assertions suivantes sont équivalentes : 

1. X : C^iM"^) — > C^iM^) est un opérateur différentiel; 

2. X : C°°{M) — > C°°{M^,A) est une application TS.-linéaire vérifiant 

X{fg) = X{f) ■ + ■ X{g) ~ ■ ■ X(1co.(m)) 

pour tous f,g e C°°(A/). 

Démonstration: Soit {aa)aei une base de A et soit (a* la base duale 
de la base {aa)a£i- 

I Comme X est un opérateur différentiel, alors l'application 

C-(Af4) ^ C°°(Af4), ^ ^ x{^) - ^ . X(lcoc,(MA)) 

est une dérivation, donc un champ de vecteurs sur . Compte tenu de [T], 
l'application 

y:C°°(M)^C°°(M-4,A),/^ {X{a*^o a^-!^-X{\c^^^M-)) 

\ael J 

vérifie 

On vérifie que l'application 

C-(M) C^{M^, A)J ^ Y{f ) + ■ X{lc^^M-)) 

répond à la question. 

^ / Soit X : C°°{M) — > C'^{M^,A) une application M-linéaire vérifiant 

X{fg) = X{f) ■ g^ + ■ X{g) - ■ g^ ■ X(1c^(m)) 

pour tous f,g C°°{M). L'application 

Z : C^{M) C^{M^,A)J^ X{f) - ■ X{1c^(m)) 

est un champ de vecteurs sur M"^ considéré comme dérivation de C°° (M) dans 
C°°{M^, A). Compte tenu de jTj, il existe une dérivation et une seule 

Z:C°°(Af^) -^C°°{M^) 

telle que 

Zif)= EZ{alof^).a^ 

L'application 
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est un opérateur différentiel. ■ 

L'ensemble, 2?(M^), des opérateurs différentiels de C°°(Af^) dans C°°{M^) 
considérés comme opérateurs différentiels de C°°(M) — > C"^{M^,A) est un 
C°°(M^, A)-module. 

Proposition 2 Si X E ^{M^), considéré comme opérateur différentiel de 
C°°{M) — > C°°{M^,A), alors il existe un opérateur différentiel et un seul 

tel que : 

1. X est A-linéaire ; 

2. Pour tout ip e C°°(Af^), \x{ip) - Lp ■ X(lcoc(Af))j G C°°(Af^) ; 

3. X{f^) = X{f) pour tout f e C°°{M). 

Démonstration: Comme X : C°°{M) — > C°°{M^,A) est un opérateur 
différentiel, alors l'application 

Y : C^{M) C°-{M^, A)J ^ X{f) - f^ ■ X{1c^^m)), 

est une dérivation. Compte tenu de [I], il existe une dérivation et une seule 

Y ; C°°{M^,A) C°°(M^, A) 

telle que : 

1- Y est A-linéaire ; 

2- Y{a) e C°°{M^) pour tout a e C°°(M^) ; 

3- = Y{f) pour tout / G C°°(M). 
L'application 

X : C°°(A/^, A) C^{M^, A), p ^ Y{p) + p ■ X(1<:;=.(m)), 

est telle que : 

1- X est A-linéaire; 

2- Pour tout ip 6 C°°(M'^), \x{ip) - ip ■ X{1c^çm))\ G C°°(M'^) ; 

3- X{f^) = X{f) pour tout / e C°°{M). 
Ce qui achève la démonstration. ■ 

Proposition 3 Pour p £ C°°{M^,A) et pour X G 'D{M ), on a 

^px = p-x. 

Thorme 4 L'application 

[,] : V{M^) X V{M^) — > V{M'^),{X,Y) i — > X oY -Y oX, 
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est A-bilinéaire alternée et définit une structure de A-algèbre de Lie surT^^M^). 
De plus, pour if e C°°(M^, A) et pour X,Y G V{M'^), on a 



[X,Y] =[X,Y] 



et 



[X, ^■Y]= \^X{ip) - if ■ X(lc=o(M^A))J ■Y + ^-[X,Y]. 

Démonstration: Pour X,Y £ 'D{M^), l'application 

[, ] : V{M^) X V{M^) — V{M^), (X, F) i — ^XoY -YoX, 

est manifestement R-bilinéaire alternée. Pour f et g appartenant à C°°{M), on 
vérifie que 



[X, Y] if g) = [X, Y] (/) -g^ + r- [X, Y] (g) - ^ ■ g^ ■ [X, Y] {Ic^(m)) 

Ainsi [X,F] G r'(M^). 

Pour a e A et pour / € C°°(M), on a : 

[X,a-Y]{f) = X[a-Y{f )]-^[X{f )] 
= a-X[Y{f)]-a-Y[X{f )] 
= a-[X,Y] (/). 



Ainsi 

L'application 



[X,a-Y]=a- [X, Y] . 



[,] : V{M^) X V{M^) — > V{M^),{X,Y) i — > XoY -Y oX, 



est donc A-bilinéaire alternée. 

Pour X, F e 2?(M^) et pour tp e C°°(M^, A), l'application 



est A- linéaire. 

Pour cr e C°°(M^), on vérifie que 

appartient à C°°(M'*) et que 

[X,Y]{f^) = [X,Y] if) 
pour tout / G C°°(M). On déduit que 

[X,Y] =[X^]. 



-Y 



X{cp) 
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Pour e C^{M^,A) et pour / e C°°(M), on a 



[X,v-Y] {f)^X[v-Y{f)]-^-Y[X{f)] 

= X{ip) ■ Y{f ) + ^-X [Y{f )]-ip-Y{f)- X(lco=(M^A)) - ^ • ? [X{f 
= X{^) -Yif)-^- Y{f ) • l(lcoc(M^A)) + ^-X [Y{f )]-^-Y [X{f 
= X{^) ■Y{f)-ip- Y{f ) • X (lc=»(M^,A)) + ^-[X, Y] (/ ) 
= X{ip) - ip ■ X(lc=.(M^,A))l ■Y{f) + ip- [X, Y] (/ ) 



Ainsi 



[x,^-Y]^ x(^)-^•x(lc=.(M^A)) + 



D'où l'assertion. ■ 

Lorsque T>a[C°°{M^,A)] désigne le C°°{M^ , A)-modu\e des opérateurs 
différentiels de C°°{M^, A) dans C°°{M^, A) qui sont A-linéaires, 1' application 



Va [C°^{M^,A)] ,X^X, 



est C°°(A/"^, A)-linéaire et est un morphisme de A-algèbres de Lie. 
En suivant 7 , on a : 



Corollaire 5 Le couple {'D{M 



est une A-algèbre de Lie-Rinehart. 



3 74-structures de Jacobi sur 



Une A-structure de Jacobi sur M ou une structure de A-algèbre de Ja- 
cobi sur C°°{M^,A) est la donnée d'une structure de A-algèbre de Lie sur 
C°°{M^,A), de crochet {,}, telle l'application 

ad{if) : C°°(Af^,yl) C°°(M^, A), V 

soit un opérateur différentiel pour tout ip G C°°{M^, A). 

On va, dans ce qui suit, construire trois A-structures de Jacobi sur M"*. 

3.1 A-structure de Jacobi sur lorsque le couple {V{M'^), ~) 
admet une structure de A-algèbre de Lie-Rinehart- 
Jacobi symplectique 

On rappelle que le couple (V{M^), ~) admet une structure de A-algèbre de 
Lie-Rinehart- Jacobi symplectique s'il existe une 2-forme alternée et nondégénérée 

n : ViM"^) X ViM"^) C°°{M^,A) 
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telle que dfl = 0, où d est la différentielle de degré +1 associée à la représentation 

-m- 

Pour ip G C°°{M^,A), on note X^p l'unique élément de 'D{M^) tel que 

ix^^ = dtp. 

Pour tout ip £ C°° {M^ , A), on vérifie que Ox,^^ = où 9x^ désigne la 

dérivée de Lie par rapport à l'opérateur différentiel X^p. 
Pour G C°°{M^,A), on pose 

y,i^} = -n{x^,x^). 

Proposition 6 Si (f,ip & C°°{M^,A), alors 

y,i;} = X^{i;) 

et 

\X^p,X.^p\ = Xf^^p^^T^. 

Démonstration: Pour G C°°(M'4,A), on a 



et 



{v,^}^-^{Xp,X^) 

= {ix^n){x^) 



]n = [ex„ixjm 
= 9x,itx^n) ~ zx^{ex,n) 

= OxJ^ 

= d[exM)] 

= d[Xpm 



n. 



Comme fl est nondégénérée, on déduit que 

[Xip,X^] — X^ipjjj'^. 
D'où les deux assertions. ■ 
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Thorme 7 Si le couple {'D{M^), ~) admet une structure de A-algèbre de Lie- 
Rinehart-Jacobi symplectique, alors l'application 

définit une structure de A-algèbre de Jacobi sur C°°{M^,A). 

Démonstration: Comme, pour tous y, V' G C°°{M^, A), on a 

{^,i;} = -nix^,x^) 
= -[-n{x^,x^)] 

D'où 

Pour tout a G A, 

{^,a- ip} = X^{aip) 

= a-{ip, ^p}. 

Ainsi 

Pour (p,iJ,iy e C^{M^,A), on a 

{V', i^}} + { V'}} + {ï^, l»^, V'}} 

= W, {ip, J^}} - { 'p, 1^}} - {W, i^}, 

= %\X^{v)\^X^\Xp{v)\- X^^{v) 
= [X^,X^]{y)-[)Çx^]{y) 

= {[X^,X4 -[X^4){^) 
= 0. 

L'identité de Jacobi est ainsi démontrée. 
Pour ip G C°°(M^, A), l'application 

ac/(¥') : C°°{M^,A) — ^ C~(M^,A), V ^ W,^], 

est un opérateur différentiel. En effet comme 

X^ : C°°{M^,A) C°°(M^, A) 
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est un opérateur différentiel, alors pour ■^i,V'2 € C°°{M'^,A) on a : 
[ad{ip)] {ipi ■ V'2) 

= X^{lpl ■ -02) 

= -'^¥'(-01) • -02 + V»! • X^{'4;2) - l/'l • V'2 • -'^v(lc°°(M-4,^)) 
= Wi^l] • V'2 + V"! • {'^,V'2} - V'I • V'2 • {V, lc~(M^,A)} 

= [ad{'^)] (V'I) • V'2 + V'I ■ H(¥')] (V'2) - V'I • V'2 • [ad{Lp)] (1c~(m-*,a))- 

On conclut que C°°{M^,A) est une ^-algèbre de Jacobi c'est-à-dire que 
est une A-variété de Jacobi. ■ 

3.2 A-Structure de Jacobi sur lorsque M est une Vciriété 
de Jacobi 

On rappelle qu'une structure de variété de Jacobi sur une variété lisse M est 
la donnée d'une structure d'algèbre de Lie réelle sur C°°{M), de crochet, {, }, 
telle que pour tout / e C°°{M), l'application 

ad{f) : C-(M) ^ C-(M),ff ^ {f,g}, 

soit un opérateur différentiel. Dans ce cas, on dit que M est une variété de 
Jacobi et que C°°{M) est une algèbre de Jacobi. 

Dans ces conditions, pour tous f,g Ç C°°{M), on a 

adifg) = f ■ a.d{g) + g ■ ad{f) - f ■ g ■ arf(lc°°(Af))- 

Lorsque ad{lc'^(M)) = 0, on dit que M est une variété de Poisson. 
Pour tout / G C°°(M), 

\ad{!)t : C°^(M) ^ C°"(M^, A),5 ^ , 
est un opérateur différentiel et 

\ad{f)t : C°°{M^,A) C°°{M^,A) 
est l'unique opérateur différentiel qui est A-linéaire et qui est tel que 

[«în]^(5^) = H(/)]^(5) 

= {f,9}^ 

pour tout g G C^iM). 

Proposition 8 Pour ip G C°° {M"^ , A) , l'applicafAon 

: C~(M) C^^M^,A),f>-^ -[adCf)]^(<^), 
est un opérateur différentiel. 
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Démonstration: L'application t^^ est manifestement linéaire. Pour f,g G 

C°°{M), on a 

= -[/ ■ ad{g) + g- ad{f) - f ■ g- ad(lc-(Af))]^('^) 

= • (-[odG^^) i^)+g^ ■ {-[ad{J)]^) (^) -f^-g^- (^-[ad{lc^^M))]^^ (^) 

= {-[a7{f)]^) (^) • + • (-[odC^^) (^) - • g^ ■ (^-Hlc=.(M))]^) (^) 

= rAf) -g^ + f^- rAg) -f^-g^- r^(lc~(M)). 

D'où l'assertion. ■ 

Pour ip e C°°{M^,A), l'application 

est l'unique opérateur différentiel qui est A-linéaire et qui est tel que 

pour tout / G C°°{M). 

Thorme 9 5*1 M est une variété de Jacobi, de crochet {,}, alors l'application 

définit une A-structure de Jacobi sur . 

Démonstration: Les techniques de démonstration sont identiques à celles 
utilisées dans [2 . ■ 

On dit que la A-structure de Jacobi sur définie par {, }^ est le prolon- 
gement à de la structure de Jacobi sur M définie par {, }. 

3.3 A-Structure de Jacobi sur lorsque M est une variété 
localement conformément symplectique 

Proposition 10 Si 

LU : X(M) X X{M) — ^ C°°(M) 
est une 2- forme différentielle nondégénérée, alors 

w-^ : X(M^) X XiM"^) C°°(M^,yl) 

est nondégénérée. 
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Démonstration: On va vérifier que l'application 

est un isomorphisme de C°°(M^, A)-modules. Pour cela, il suffit de montrer 
qu'en chaque point ^ € M^, l'application 



(0. 



est un isornorphisme do A-mod\ilcs. 

On note m l'unique idéal maximal de A et /i la hauteur de A : h est l'entier 
naturel tel que m ^ (0) et m^+i = (0). Il existe des sous-espaces vectoriels 
Vb, Vi, Vh de A tels que 

A = Vo®...® Vh 

avec Vi c m* et Vi © m*+-^ = m* pour i = 0, 1, h. Ainsi, Vb = M et 14 = m^. 

Pour k = 0,1,..., /i, on note Ik l'ensemble des indices d'une base de 14 et 
(oafc)^ g/j. une base de 14 . Soit ^ € M"^, a;o € M l'origine de Ç et (C/, ly?) une 
carte locale de M en a;o, de fonctions coordonnées {x\,...,Xn) o\xn = dimM. 

Injection : Soit v 6 T^M^ tel que uj^ (^) (?;, w) = pour tout w G T^^M^. 
L'espace tangent T^^M^ est un A- module libre de rang n dont une base est 

((âlr) lî' (âf;:) !«) • particulier, on a 



o;^ (0 {v, 



_d_ 
dxi 



pour l = 1,2, n. 
On a 



avec e A, pour j = 1, 2, n. Comme 

ajbe/fc,*:=0,l,...,/s 



avec iij^afc G 



, alors 

n 



E 



dXn 



L'équation 



dxi 
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signifie que 



akelk,k=0,l,...,h \j=l 

pour l = 1,2, n. Ainsi, on a 



d _d_ 
dxj ' dxi 



(0 • «a. = 



ak(klk,k=0,l,...,h \j = l 



d d 
dxj ' dxi 



{■'•a) ■ do 



• ao 

o:kelk,k=0,l,...,h \j=l 

= 



n r / \ -1 

avec 6ji{^) e m. Il s'ensuit que Y, ^^j,ao ' ^(-^r^w;) (^o) = pour l 

j=l l \ 3 /J 

1,2, ...,n. Comme co est nondégénérée, on déduit que Vj^ao = pour j 
l,2,..,n. 

En raisonnant par récurrence, on suppose que Vj^a,. = pour j = 1, 2, 
Montrons que Vj^ar+i = pour j = 1, 2, n. L'équation devient 



afe6/fc,fe=r+l,...,h \i=l 

pour ^ = 1, 2, n. Ainsi 



co 



d _d_ 
dxj ' dxi 



(0 • «a. = 







ajce^fc,'î=i"+2,...,/i \j=l 



9 _d_ 

dXj ' ÔX; 



(0 -a. 



OCr+l 



UJ 



d d 
dxj ' dxi 



(0 • ««fc- 



On a 



0= E E^^>-+i 

ar+ieir+l \j = l 



E E^j>fc 

afce/fc,*:=r+2,...,/s \i=l 



d _d_ 

dxj ' dxi 



_Ô_ _d_ 
dxj ' ôa;; 



n A 



avec ë m. D'où 



51 E 



_9_ _9_ 

dxj ' ôa;; 



(a;o) • a, 



0. 
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Comme Cq^^^ est une base de Vr+i, on déduit 



i=i 

pour l ^ 1,2, n. Comme lu est nondégénérée, alors Vj^ar+i — 0- 
On conclut que v — 0. 

Surjection : L'espace T^M^ est un A-module libre de rang n — dimAf. Une 
base est ^(dxi)'^ (dxn)^ oii (xi, est un système de coordonnées 

locales au voisinage U de l'origine xq de ^ G M^. 
Soit T] G r^*M^. On écrit 

n 

V = ■ (dxk) 1^ 

fc=i 

avec ?7fc G A pour k — 1,2, n. 

Soit Ok l'unique champ de vecteurs sur U tel que 

dxk = 

Alors 
Ainsi, 
avec 

n 

Ce qui achève la démonstration. ■ 

Dans toute la suite {M, a, w) désigne une variété localement conformément 
symplectique de 1-forme a et de 2-forme u. Dans ce cas, l'application 

Po,{9) : C^{M) ^ C^iM), f ^ e{f) + f ■ a{9), 

est un opérateur différentiel pour tout 9 G X{AI). 
De plus l'application 

p„ : X(Af) V{M),e ^ p^{9), 

est une représentation et le triplet (X(M) ,pa,uj) est une algèbre de Lie-Rinehart- 
Jacobi [7], [H] ■ L'opérateur de cohomologie associée à la représentation pa est 
l'opérateur de cohomologie de Lichnerowicz da [SI- 

La variété différentielle M est une variété de Jacobi oii le crochet de deux 
fonctions f et g est donné par 

{f,g} = -io{Xf,Xg), 



d _d_\ 

dxj ' dxi 1 



[xo] = 
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Xf étant l'unique champ de vecteurs sur M tel que 

iXfi^ = daf- 

PourX G X(A/'^), considéré comme dérivation de C°°{M) dans C°°{M'^,A), 
l'application 

est un opérateur différentiel qui est A-linéaire et l'application 

p^A : X{M^) Va [C°°(M^, A)] ,X ^ p,a{X), 
est C°°{M^, A)-linéaire et est un morphisme de A-algèbres de Lie. 
Proposition 11 Le couple {X{M^), p^a) est une A-algèbre de Lie-Rinehart. 
La démonstration est une simple vérification. 

Si dp ^ désigne l'opérateur de coliomologie associé à la représentation p^A 
et si d^, [1,, est l'opérateur de cohomologie associé à la représentation 

X(M^) — > DevA [C°^{M^,A)\ ,X ^X, 

on vérifie que 

^P„A "Ti = d^^ + A77 
pour tout 77 G K{JXi^ ^ A). Ainsi on conclut que 

^p„A = d-^A ■ 

On a immédiatement : 

Proposition 12 5*1 (M, a,aj) est une variété localement conformément sym- 
plectique, alors le triplet (X(M'^), p^,/! , w^) est une A-algèbre de Lie-Rinehart- 
Jacobi symplectique. 

Démonstration: On a 

dp^^UJ^ = d^AUJ^ 

= d^uj^ + a^Aw^ 
= {duj + «Ao;)-^ 
0. 

Comme le couple X(M"^), /Oqa) est une A-algèbre de Lie-Rinehart, comme uj^ est 
nondégénérée et comme d"^A^^ — 0, on conclut que le triplet (X(M'^), p„A , w'^) 
est une A-algèbre de Lie-Rinehart- Jacobi symplectique. ■ 

Pour F e C°°{M^,A), on note Xp l'unique élément de X{M^) tel que 

ix^w-^ = d^AF. 

En s'inpirant des techniques de |7], page 1087, on déduit : 



14 



Proposition 13 L'application 

{, : C°°(M^, A) X C°°(M^, A) C°°{M^, A), {F, G) ^ -uj^{Xf, Xg), 
définit une structure de A-algèbre de Jacobi sur C°°{M^,A). 
Proposition 14 Pour f G C°°(M), 

XfA = {Xf)^. 

Démonstration: On a 

.■A jA fA 

= (dcf)^ 
= («x.w)^ 

Comme oj"^ est nondégénérée, l'assertion s'ensuit. ■ 

Proposition 15 Si {, } est le crochet de Jacobi défini sur C°°{M) par la struc- 
ture de variété de Jacobi déduite de la variété localement conformément sym- 
plectique (M, a,w), alors pour f, g G C^{M) on a 

Démonstration: On a 

{f^g^}^A = -<^^{XfA,X^.) 

= -uj\{Xf)^,{X,)^) 

= [-Uj{Xj,Xg)]^ 

D'où l'assertion. ■ 

La proposition prcccdontc signifie que si (Af, a, a;) est une variété localement 
conformément symplectique, la ^-structure d'algèbre de Jacobi sur C°°{M^ ^ A) 
définie par la A- algèbre de Lie- Rinehart- Jacobi symplectique {X{M^)^ p^A , w"*) 
coïncide avec le prolongement à de la structure de Jacobi sur M définie par 
la variété localement conformément symplectique (M, a,w). 
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